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Die vollst$indig¢ und ¢indeutig¢ Kennzeichnung der Raumsystem¢ 
durch Charakterentafeln. I. 

VON PAUL NIGGLI 

Mineralogisches Institut der E.T.H.,  Ziirich, Schweiz 

(Eingegangen am 20. Februar 1949) 

Space groups can be given a novel representation by means of tables of characters having the form of 
square matrices. These tables constitute the simplest formulation of all essential properties of the 
space groups (e.g. elements of symmetry, point symmetry, the general and special position of equi- 
valent points, the structure factor for the general position, the laws of missing spectra, the lattice 
complexes, the laws of transformation, etc.). They offer a substitute for the descriptive part of the 
theory of groups and crystal structures, and play in crystal physics a role similar to that of the tables 
of characters used in molecular spectroscopy. 

The derivation and explanation of these tables is exemplified in this first communication by a dis- 
cussion of the space groups isomorphous with C1, C~, C~, Cs, C2~, D2, C2~,4D2h possessing simply 
primitive translation groups. 

Bei der Ableitung yon Charakterentafehl der Schwing- 
ungssysteme fiir Molekfil- und Kristallspektroskopie 
(Niggli, 1949 a, b, c) tauchte der Gedanke auf, in analoger 
Weise Charakterentafeln der Raumsysteme aufzustellen. 
Diese Charakterentafeln ersetzen den gesamten des- 
kriptiven Teil der Darstellung eines Raumsystemes und 
geben darfiber hinaus unmittelbar fiber weitere Gesetz- 
m/~ssigkeiten Auskunft. Die grupper~theoretischen 
Tafeln der Internationalen Tabellen zur Bestimmung yon 
Kristallstrukturen lassen sieh somit heute durch weir 
fibersichtlichere, im Umfang sehr stark reduzierte 
Zusammenstellungen ersetzen. Ausserdem ergibt sich 
eine Ableitung der Zahl der Raumsysteme auf dem 
gleichen Wege wie bei der Berechnung yon Isomeren- 
zahlen (Niggli, 1946, 1947). Die hier nieht angegebenen 
Beweise stfitzen sich auf bereits vor 30 Jahren in der 
Geometrischen Kristallographie des Diskontinuums gege- 
bene S/~tze und sind vSllig elementarer Natur. Aus dem 
neuartigen Tabellenwerk seien vorerst nur die Verh/~lt- 
nisse der 40 digonalen einfaehen Raumsysteme (mit 
ihren bis mehr als acht verschiedenen Aufstellungen) 
herausgegriffen, die vollst/indig in einer Tabelle von 
maximal zwei Seiten darsteUbar sind. Das Prinzip der 
Konstruktion der expliziten Charakterentafeln ist 
folgendes. 

Werden die Koordinaten eines Punktes x, y, z durch 
4- 4- =~ 

Symmetrieoperationen unmittelbar in x, y, z iiber- 
geffihrt, liegen also Symmetriezentren, Digyren oder 
Spiegelebenen der Nullpunktschar vor, so sind die 
Zusatztranslationen = 0 oder 21r (2ir = Identit/its- 
abstand). Die Cosinuswerte dieser GrSssen werden als 
Charaktere bezeiehnet. Es lauten somit im obigen Falle 
alle Charaktere = + 1, da cos 0 ° = 1. 

Treten Zusatztranslationen ½ auf, liegen z.B. die 
Symmetrieelemente um la  oder (und) ¼b bzw. ¼c vom 
Nullpunkt entfernt, oder sind Gleitspiegelebenen mit 

einer halben Translation als Gleitkomponenten bzw. 
digonale Schraubenachsen vorhanden, so gibt dies fiir 
die entsprechenden Koordinatenwerte die Charaktere 
cos zr = 1. (Analog lauten, was ffir andere Raum- 
systeme wichtig ist, ffir ZusatzgrSssen ~ die Charaktere 

27r ± 2n 
cos ~- = 0, ffir ZusatzgrSssen ½ also cos -~- = ~ u.s.w.) 

Diesen Definitionen gem/iss bedeuten ffir 

y z neben x y z 
die Charaktere 1 1 1 eine Spiegelebene (100)0 

durch den Nullpunkt und 
die dazugehSrige Schar 
(im folgenden nicht stets 
vermerkt),~ 

die Charaktere i 1 1 eine Spiegelebene (100)~ in 
¼a, also I, Y, z; 

die Charaktere Y 1 T eine Gleitspiegelebene c in 
(100)~, d.h. in ~a mit 
Gleitkomponente lc. 

Es sind in diesen Tripeln die Charaktere der ersten 
Koordinate ffir die Lage der Symmetrieebene und die 
Charaktere der zwei weiteren Koordinaten fiir die Art 
der Symmetrieebene (Spiegelebene oder Gleitspiegel- 
ebene) kennzeichnend (1,1 wenn Spiegelebene). Ffir die 
(100) Ebenen nennen wir daher die auf y, z bezfiglichen 
Charaktere die Hauptcharaktere oder s-Charaktere. 

Es bedeuten fiir 
x y z 

die Charaktere 1 1 1 

die Charaktere T 1 1 

die Charaktere 1 1 1 

Digyrenschar [100] durch 
Nullpunkt; 

Helicogyrenschar [100] 
durch Nullpunkt; 

Digyrensehar [100] dureh 
Punkt 0, ¼, I, also x, I, I-, 
U . S . W .  

I7-2 
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Hier wird der auf die Koordinate der Achsenrichtung 
beziigliche Charakter Hauptoharakter der Achse = d- 
Charakter genannt. 

Infolge der Symmetries/~tze gilt, dass be¼ Wahl eines 
Symmetriezentrums als Nullpunkt die Charaktere 

yon [100] Ms Symmetrieachse zugleieh die yon 
(100) als Symmetrieebene, 

yon [010] als Symmetrieachse zugleich die yon 
(010) als Symmetrieebene, 

yon [001] als Symmetrieachse zugleich die von 
(001) als Symmetrieebene 

sind. Da wir f'tir ein Raumsystem D~  das Symmetrie- 
zentrum zum Nullpunkt w/~hlen, geh6rt be¼ einfach 
primitiver Translationsgruppe yon vornherein zu x, y, z 
zun~chst x, y, z. Die restliche Charakterentafel be- 
kommt dann die Form einer quadratischen Matrix mit 
den Charakteren der Symmetrieebenen und Symmetrie- 
achsen in der Reihenfolge (109) bzw. [100], (010) bzw. 
[010], (001) bzw. [001]. So ¼st nachfolgende Charakteren- 
tafel detn Raumsystem D~  als Pbnn isomorph.* 

gotonnen 
1 2 3 

k . . . . .  leite e¢ 
~" 1" ht  . . . . .  Zeite 

, ~ - -  ~ ~ . . . . .  z~;~,  

Die Zahlen in den Kreisen bezeichnen die charakter- 
istische Koordinate senkrecht zu der Symmetrieebene 
bzw. parallel der Symmetrieachse. Es sind zugleich die 
d-Charaktere. Aus dieser Charakterentafel liest man 
sofort ab: 

(100) durch Nullpunkt (Symmetriezentrum) ¼st 
Gleitspiegelebene b mit ½b als Gleitkomponente, 
also C~; 

[100] durch Punkt  O, ¼, 0 = Digyre [100]i 0 = x, ~, 0, 
also C~; 

(010) durch Nullptmkt = Gleitspiegelebene n mit 
Gleitkomponente ½a + ½c, also C~; 

[010] durch ~, 0, ~ = Digyre [010]ii = ¼,y, ~; 
(001) durch 0, 0, ¼ = Gleitspiegelebene n mit Gleit- 

komponente ½a + ½b, also C~; 
[001] dutch ¼, ¼, 0 = Schraubenachse 2~ [001]ii 

= ¼, ¼, z, also C~. 

Es sind stets die ganzen Scharen bestimmt, zu (100)o 
geh6rt (100)½, zu [100]i 0 [100]t 0 [100]t ½ [100]~½, u.s.w. 

Jedes digonale gaumsystem mit einfaeher Trans- 
lationsgruppe und bestimmter Stellung ¼st eindeutig 
einer solchen neungliedrigen quadratischen Matrix 
zugeordnet mit + 1 (kurzweg 1) und i als d- und s- 
Charakteren. Aus Symmetriegriinden gilt, dass be¼ 
orthorhombischer Symmetrie in einer Vertikalkolonne 
keine oder aber zwei Minuszeichen auftreten. 

* Die ausserhalb des Quadrats stehenden Zeichen, 'Zusatz- 
indices', werden welter unten erlautert. 

Bezeichnen ~dr die Zeilen mit a, fl, "y so entsprechen 
ohne Zusatztranslation 

c~ (Normal- 
D ~h D 2 stellung) 

Zeilo ~ t~ y z Y ~ x y z ~ y z 

y 
~x_ y ~ x y z x y z zeile Y ix ~ z 

Ist  ein i start  + 1 vorhanden, so erh/~lt die betreffende 
Koordinate als Zusatztranslation +½. Dazu kommt 
x, y, z und, wenn ein Symmetriezentrum vorhanden ¼st 
(D~a), x, y, z. 

Somit lautet z.B. ftir die oben hingeschriebene Matrix 
die unmittelbar ablesbare Punktzusammengeh6rigkeit 
be¼ allgemeiner Late:  

Fiir D~h: 

x,y,z; ~,y+½,z;  x+½,??,z+½", x+½,~u.~,J-' ~+~,'" 

x,y,z; x, fl+½,~; ~+½,y ,5+l;  ~+½,f l+½,z+l.  

Fiir C~v als Untergruppe: 

x,y,z; ~,y+½,z; x+½,~,z+½; ~+½,~+½,z+½.  

Fiir D~ als Untergruppe: 
- 1~.  ~,+½,y,~ 1. +½. x,y,z; x ,y+~,  , +2, ~,+½,~+½,z 

a-Achse (Zefle a), b-Achse (Zeile fl) und c-Achse 
(Zeile 7) sind beliebig vertauschbar, was maximal zu 
6 verschiedenen Matrizen fiihren kann. Sie werden nach 
folgendem Schema erhalten. Man schreibt in einem 
Grossquadrat viermal die Matrizen auf und erh~lt die 
zyklisch vertauschten Aufstellungen durch die in nach- 
stehender Figur markierten Quadrate. 

oI. 
~ T 1 1 T  1 

) 
TI~@ T T '1 T 

t ~ i ~@,:T 1 
g ..e-e~ .e-o, 

T 1 1 T 1 1 

Fiir jeden dieser F~He ¼st die weitere Vertauschung 
yon an erster und an dritter Stelle stehender Achse 
gegeben durch eine zentrosymmetrische Vertauschung 
der Charaktere um den fla-Wert der Charakterentafel. 
Somit lauten die Charakterentafeln fiir D~n in allen 
6 Stellungen: 

Pbnn Pncn Pnna 
• 

~T 7 ~ k. h ~  T T kt ~ kt 
:T ~ T  ht 1 I ~ T  I. k ' , T ' ~ T ' h l .  

1" T (~hk  T T t~.~hk T 1 ~ h  
abe cab  b c a  

Pnnb Pnan .Pcnn 

1 T (~)lk t I t I 1 l~Jhk T T ~ hk 
cba bac a.cb 
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Auch fiir die neuen Stellungen lassen sich die Lagen 
der Symmetrieelemente und die Koordinaten der Punkt- 
zusammengeh6rigkeiten sofort ablesen genau so, wie 
das fiir die Stellung ab c der Fall war; dabei ist die erste 
Zeile der neuen a-Achse, die zweite Zeile der neuen 
b-Achse und die dritte Zeile der neuen c-Achse zuge- 
ordnet. 

Hauptcharaktere ffir die D~-Gruppe shad immer die 
Charaktere der Hauptdiagonale (d-Charaktere). In D~a 
bedeutet dies C~ C~ C~ -- D~ = 2, 2, 2~. 

® 
(91 

Es ist (wie z.B. in den 6 F~llen yon D~, bezogen auf 
D~a) erstens eine Vertauschung yon Schrauben- und 
Drehachsen mSglich, zweitens entsprechend verschie- 
denen Vorzeichen der s-Charaktere verschiedene Null- 
punktwahl. Hauptcharaktere ffir die C~-Gruppen sind" 
der d-Wert fiir die Zeile der Symmetrieachse, und die 
s-Werte fiir die Zeilen der Symmetrieebenen. Also 
ffir D~n: 

Ti ® T~ 
T T T IT @ 

Czv II C-Pchse C2v II (~-Achse C2v II b-Achse 

2. 
b n 2~J n n 2 b n 

Bei der Vertauschung yon D~I ~ muss j ede dieser C~q~- 
Gruppen zweimal zur C~-Gruppe parallel c werden. 
Es 9 sind dies ffir C~v Stellung abc und b a c, f'dr C~ Stellung 
acb und cab, flit C~ Stellung boa und cba. 

Hauptcharaktere fiir die in D~ enthaltenen C~h- 
Gruppen sind die einzelnen Horizontalreihen. Also 
enth£1t D~h in Ausgangsaufstellung: 

@ i 1 =2/b  = C~h nach a Achse 

i @ i = 2In = C~h nach b Achse 

i i ( ~  = 21/n = C~h nach C Achse 

Die Einzelscharen sind schon angegeben. Man liest 
somit sofort alle Untergruppen aus der Charakteren- 
tafel ab. D~h enthiilt keine Punktlagen der Punkt- 
symmetrie Dsh, C2h, C2~ oder Dg. D2h als Punktsym- 
metrie tri t t  (im Nullpunkt) nur auf, wenn alle Charak- 
tere + 1 sind. Ein C2h als Punktsymmetrie (ebenfalls 
im Nullpunkt) ist nur vorhanden, wenn in einer Zeile 
alle Charaktere + 1 sind, 

die oberste Zefle ergibt dann Csh mit Achse [100], 

die zweite Zeile ergibt dann C2h mit Achse [010], 

die unterste Zeile ergibt dann C~h mit Achse [001]. 

C~'~ als Punktsymmetrie trit t  nur auf, wenn in einer 
Zeile (derjenigen, die der Achse entspricht) der d- 
Charakter = + 1 ist und in den zwei andern Zeilen die 
s-Charaktere keine Minuszeichen enthalten. 

• So w~re in D~ ein C2~ mit [001]t ~ = -~-, ~,z als Digyre 

vorhanden. Hier treten auch zwei Spiegelebenen (100)t 
und (010)t, bzw. ¼, y, z und x, ¼, z, auf. 

D~ 

!t ®~ 
IT TI~ 

Die Lage allfi~lliger D~-Punkte (bei positiver Haupt- 
diagonale, d.h. lauter q-d-Werten) ergibt sich unmittel- 
bar aus den s-Charakteren. So enthalten 

i(£)'T'T'kt (~ I T t  @T i k 

T(~)T ht I @ i t  T @ l  h 
T T @ h k  t 1 ~ T T @hk 

O2-Punkte in ~,~,¼ Dz-Punktein 0,0,¼ D2-_Punkte i n '  ' ,T,~ 0 
daT in x~y~z auftr i t t  daT in z au f t r l t t  da 1 in x~y auftritC 

Geometrische Oerter der Mindest-Symmetriebeding- 
ung C8 als Punktsymmetrie sind vorhanden, wenn in 
D~h oder Dq in einer Zeile ein d-Wert positivist.  Er 
entspricht der Koordinate in der Achsenrichtung. Die 
in der gleichen Zeile vorhandenen s-Charaktere be- 
stimmen die iibrigen Koordinaten zu ¼ wenn T steht, 
zu 0 wenn 1 steht. So ist die Zeile: 

1 (~) 1 identisch mit [010]00 = Digyre, oder mit 
0, y, 0 = Punkten auf einer Digyre, 

(~) 1 bedeutet [010]t 0 = Digyre bzw. ¼, y, 0 
-- Punkte auf einer Digyre, 

oder mit x als d-Wert: 

(~) 1 1 sagt aus: x, ~, 1 = geometrischer Ort yon 
Punkten, die auf einer Digyre ]iegen. 

In C~ der Normalaufstellung kommt nur die Zeile y 
mit s s (~) fiir diese Deutung in Frage. Eine Spiegelebene 
ist nur dann durch die Zeilen ct, fl yon D~h und C~ oder 
zus£tzlich durch die Zeile y yon D~a gegeben, wenn in 

• diesen Zeilen die s-Charaktere + 1 sind. Ein allf~lliges 
i ftir den d-Wert gibt die konstant bleibende Koordinate 
senkrecht zur Spiegelebene als ¼ an. 

Somit bedeuten beispielhaft: 

in a" (~) 1 1, dass die Punkte ¼, y, z der Symmetrie- 
bedingung Cs gehorchen, zur gleichen 
Schar geh6ren natiirlich Punkte 
~ , y , z ;  

infl: 1 (j) 1, dass die Punkte x, 0, z oder x, ½, z 
jeweilen Punkte einer Spiegelebene 
sind, u.s.w. 

In orthorhombischen Raumsystemen treten Sym- 
metriezentren definitionsgemi~ss nur in D~-Raum- 
systemen im Nullpunkt und in den Punkten ½,0,0; 
o,~,o; o,o,½; ~,½,o; ½,o,½; o,'- ½; ! _1_ 8, 8, ~, ½ auf. Somit 
liest man aus einer Charakterentafel weiterhin sofort 
ab: Die Koordinaten gleichwertiger Punkte beliebiger 
Lage und die Koordinaten von Punkten bestimmter 
Symmetriebedingung. 
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, Zur knappen Formulierung allgemein giiltiger Regeln 
woUen wir noeh folgende Bezeiehuungen einfiihren: 

Die Charaktere mit i-Werten, die in den Koordi- 
natentripeln mit ½ als Zusatzkomponente verbunden 
sind, nennen wir auch Zusatzindizes i, wobei h zu x, 
k zu y, l zu z gehSrt. Zusatzindizes die zu d-Werten 
geh5ren (i~), geben wir auf der linken SeRe, Zusatz- 
indizes, die zu s-Werten gehSren (is), auf der rechten 
Seite des Charakterenquadrates an, d.h. sehreiben sie 
lediglich ztu' bessern Uebersicht ~n dieser Form fiir jede 
Zeile heraus. In  D~-Matrizen geben herausgesehriebene 
i~ sofort an, welehe Symmetrieebenen ¼ vom NuUpunkt 
entfernt sind und welehe auf diesen senl~reeht stehenden 
Digyren als Sohraubenaehsen auftreten. Damit ist 
aueh die Art  der Untergruppe D~ bestimmt. So be- 
deutet in DS~ a, b, c linksstehendes l, ohne rechtsY 
stehende is, dass (001)i eine Symmetrieebene und [001] 
eine Schraubenaohseist. Rechtsstehende is-Werte geben 
die Gleitkomponenten der Symmetrieebene bzw. die 
Entfernungen der darauf senkrecht stehenden Sym- 
metrieaohsen vom Nullpunkt an, z.B. h, l in DS2h der 
/7 Zeile, dass (010) als Symmetrieebene die Gleitkom- 
ponente ½a+½c (x entspricht h und z entspricht l) 
und die [010]-Achse die Gleichung ¼, y, ¼ hat. 

Die Vertikalkolonnen fiir x werden = 1, die fiir y -- 2, 
die fiir z = 3 genannt, so dass auch Bezeichnungen wie 
i 1, i2, i 3, ~] ip u.s.w, gebraueht werden kSnnen. 

1,3 
Die Indizes s tat t  der x, y, z-Werte wurden im Hin- 

blick auf die Formulierung des Strukturfaktors und 
der AuslSschungsgesetze gew~hlt. In den D~-Matrizen 
kommt naturgem~ss die Deutung irgend einer Zeile als 
Symmetrieebene nicht in Frage, in C~-Matrizen gilt 
die Deutung als Symmetrieaehsen fiir zwei Zeflen und 
diej enige als Symmetrieebene fiir die. dritte Zefle. 

Entgegen einer der Form nach uneinheitlichen 
Formutierung des Strukturfaktors in den Internation. 
alen Tabellen greifen wir auf einen friiheren Vorsehlag 
(Brandenberger & Niggli, 1928; Niggli, 1928) zuriiek. 
Da in D~  stets ein Symmetriezentrum zum Nullpunkt 
gewahlt wird, ist in diesen Raumsystemen der Struktur- 
faktor auf die generelle Form zu bringen: 

A = + 8 2~rhx sin 2~ky ts in 1 

Variabel fiir die versehiedenen Raumsysteme und 
Aufstellungen ist nur, ob ± und jeweilen cos oder sin 
zu nehmen sind. 

In  D~ lauten in gleicher Variabilit~t die Struktur- 
faktoren stets 

A = _  ts in ) ts in ) tsin ~ 

B = -Y- 4 _ 2nhx 27rlcy 27rlz; 
teos) cos 

und fiir C~ 
' .COS COS 

Und nun gilt genereU die sehr einfaeho Regel:* Es sind 
die sin- s ta t t  der eos-Werte bzw. die cos- start  der sin- 
Werte (allgemein die an tieferer Stelle stehenden 
Funktionen) zu w~hlen, wenn: 

fiir 2nhx die Summe der  auf Zefle a beziigliehen 
Zusatzindizes id~+is~ = i~ (nun bezogen auf die 
Indizes hkl der zu betraehenden Fl~iche) ungerade 
(=  u) ist, 

fftr 27rky, wenn im gleichen Sinue die Summe i B = u, 

fiir 27rlz, w e n n  im gleiehen Sinne die Summe i v -- u ist. 

Das untere s tat t  des oberen Vorzeichen gilt, wenn 
die einfache Summe aller fiir die Matrix kennzeichnen- 
den Zusatzindizes i als nun zu betraehtende Fl~chen- 
indizes ungerade ist. (Jeder Zusatzindex t r i t t  im 
ganzen aus den friiher erwiihnten Symmetriegriinden 
zweimal auf, bei der einfachen Summenbildung wird 
jeder Zusatzindex stets nur einfach gez~hlt.) 

Als Beispiel sei erw~hnt: Strukturfaktor fiir D~h der 
Seite 264 erw~hnten Aufstellung c, a, b - - P n c n .  Der 
Minuswert start  des Pluswertes t r i t t  auf, wenn 
h ÷ /c+I  = u ist (da alle Indizes Zusatzindizes sein 
kSunen); start  cos 27rhx ist sin 27rhx zu sehreiben, wenn 
h÷k- t -1  = u ist (da in Zefle a diese als i auftreten); 
start  cos 21rky ist sin 2uky zu sehreiben, wenn 1 = u ist 
( l i s t  einziger i-Wert fiir Zeile fl); start  eos2u/z ist 
sin 27rlz zu schreiben, wenn h + k ---- u ist (h und k sind 
i-Werte ,yon Zeile Y). Die Charakterentafel ist somit 
zugleich ein Abbild des Strukturfaktors fiir einen 
beliebigen Gitterkomplex. Ferner formuliert sie die 
zonalen und serialen, fiir x, y, z-Werte integralen, und 
die fiir hk/-Werte integralen oder zonalen AuslSschungs- 
gesetze spezieller Punktlagen. Massgebend sind fiir 
Zonen senkrecht zu Symmetrieebenen einzig die zu den 
betreffenden Zeilen gehSrigen (reehts stehenden) is. 
Es sind bei den D~h-Gruppen in Zone (hk0) -- [001] nur 
die Interferenzen derjenigen Fl~ichen vorhanden, fiir 
welche die Summe is der Zeile T gerade ist, f'fir Inter- 
ferenzen (h0l), d.h. Fliiehen der Zone [010], muss 2]is~ 
gerade sein, fiir Interferenzen (Oh/), d.h. Fl~iehen der 
Zone [100], hingegen Zisa. Entspricht eine Zeile einer 
Symmetrieebene, so geben somit sofort die rechts 
stehenden i s die zonalen AuslSschungsgesetze an. 

Als Beispiel betrachten wir D~h mit der in den Inter- 
nationalen Tabellen bevorzugten Aufstellung (in un- 
serer Darstellung Seite 264 ist es die Aufstellung bca, 
die also nun als abc gedaeht wird). Sie lautet: 

D2s. 

~)I I kt 

kT ~ T  ht ol 
T 1 ®jh 

* Selbstvers t~ndl ich k6nnte  m a n  (bei gleieher Nul lpunk t s -  
wahl)  aus der  Charakterentafe l  auch  sofort  den S t ruk tu r -  
fak tor  in der  F o r m  der lnternationalen TabeUen aufschreiben.  
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und demgem~ss gilt: vorhanden ist 

(Okl) nur mit k ~- l -- gerade l gilt auch fiir C~ ° 

(hO1) nur mit h + 1 = gerade) gleicher Matrix 
(hkO) nur mit h = gerade. 

Die serialen, nur bei Fehlen yon zonalen Gesetzen 
besonders anzufiihrenden Ausl6schungsgesetze, gebun- 
den an Ebenen senkrecht zu Symmetrieachsen, sind 
durch die entsprechenden ia-Werte gegeben. 

(100) t r i t t  nur in gerader Ordnung auf, wenn h ein 
ia-Wert ist. 

(010) t r i t t  nur in gerader Ordnung auf, wenn k ein 
id-Wert ist. 

(001) t r i t t  nur in gerader Ordnung auf, wenn 1 ein 
ia-Wert ist. 

Die Ausl6schungsgesetze fiir Gitterkomplexe be- 
stimmter Punktlagen z.B. in Abh/~ngigkeit yon x bei 
beliebigen y, z, yon y bei beliebigen x, z, yon z bei 
beliebigen x, y lassen sich gleichfalls aus den Charakter- 
entafeln ummittelbar ablesen. Da in den In terna t iona len  
Tabel len nur die Ausl6schu.ngsgesetze bei spezieller 
Punktsymmetrie  angegeben werden, die Gesetze sich 
jedoch viol allgemeiner formulieren lassen, soll an 
dieser Stelle auf die sich aufdriingende Neuformuli.erung 
noeh nicht eingegangen werden. Zusammenfassend 
geniigt vorl/iufig die Angabe allgemeiner zonaler odor 
serialer Regeln bei beliebigen x, y, z, sowie der ftir (hkl) 
gfiltigen Regeln fiir beliebige Punkte auf Symmetrie- 
ebenen oder Symmetrieachsen (siehe Tabelle 1). 

hergehenden kurz erl/iutert worden. Die j eweiligen 1 bis 
6 verschiedenen Aufstellungen der D~n-Raumsysteme 
stehen vertikal untereinander. Die auf [001] als Achse 
bezogenen C~-Systeme k6nnen in 4 odor 8 verschie- 
denen Stellungen auftreten. Die zu einem D~h (ver- 
schiedener Aufstellung) geh6rigen C~ sind naturgem/~ss 
zugleich in jeder Aufstellung in verschiedener Achsen- 
richtung enthalten. Aequivalente C~% parallel [001] sind 
durch Pfeile verbunden, so dass auch fiir sie sofort die 
Charakterentafeln verschiedener Nullpunktswahl fiber- 
blickt werden k6nnen. Da die Gesamttafel zur besseren 
Reproduktion zweigeteilt wurde, finden sich auf 
Tafel 2 (b) Hinweise, sofern das gleiche C~ einer anderen 
Nullpunktswahl zugleich noch auf Tafel 2 (a) auftritt .  
Sonst sind inherhalb einer Untertafel die verschiedenen 
Darstellungen an sich gleicher C~,-Raumgruppen durch 
Pfeile miteinander verbunden. 

Die ' Raumsystemsbest immung'  bei orthorhom- 
bischer Symmetrie und einfach primitiver Translations- 
gruppe wird nun zum einen einfachen Schematismus. 

Nehmen wir z.B. an, Zone [010] lasso das Ausl6sch- 
ungsgesetz erkennen: Interferenzen nicht vorhanden 
wenn 1 = ungerade ist. Beruht dieses Ausl6schungs- 
gesetz auf  der Raumsystemsymmetrie,  so kommen in 
D2n und C2~ nur die Raumsysteme in Frage, die in der 
/]-Zeile rechtsstehend i~ = 1 aufweisen. 

Das sind nach TabeHe 2 folgende Systeme: D~, C~,; 
D~h, C~; DSa, C~v oder C~a~; D~h, C~; D~, C~,; D 1°, C~v; 
Old, C~;D~h, C~; D{~, C~v;D~h, 6 . ~6 e . C~v, D2h, C~.~, D~h, C~. 

Kommt hinzu: in Zone [100] Interferenz fehlend, 

Tabelle 1. Auswahl rege ln  

AuswaMrogoin fiir beliobiges x, y, z giiltig. 
In Zonen senkrocht zu Symmotrioobenon: 

Summo i s dor botroffondon Zoilo muss gorado soin. 

Fl~chon senkrecht zu digonalon Achson: 
Dor von Null vorschiedono Indox muss gorado sein, worm 

in dor Achsonzoilo i a auftritt. 

Bei spezieller Punktlago kommon zu don rechtsstehondon 
Bedingungon die zonalon odor sorialon diesor linksstehondon 
Bodingungen hinzu. , 

Auswahlregeln fiir beliobiges h, k, 1 giiltig. 
Ffir Punkto auf Symmetrieobonon: 

Summo i s der betroffenden Zoilo muss gorade soin. (Also 
bei Spiogolebonon keino Auswahl.) 

Fiir Punkto auf digonalon Achsen: 
Dio oinfacho Summo dor nicht zur Achsenzoilo goh6rigen 

i s muss gerado soin, woboi oin allf~lliger zu i d geh6rigor 
Index der Achsenzeilo einzoln (d.h. ffir sich) gerado ist. 

Fiir Punkto, die zugloich Symmetriozontron sind: 
Es miisson einzeln gerado sein die Summon der zu 

i-Werton geh6rigon Indizes dor einzelnon Zoflon. 

Somit i s t  tats/ichlich die Charakterentafel auch die 
einfachste Formulierung der Auswahlregeln, bezogen 
auf die Symmetrieelemente. 

Die Tabelle 2 (a, b) enth~lt als fibersiehtliche Bestim- 
mungstabelle eine vollst~ndige Beschreibung der Raum- 
systeme Dq~, C~v, D~ q in allen in Frage kommenden 
Aufstellungen. Die Mauguin-Hermann-Symbole sind 
nicht angegeben, weil sie ja in den m6glichen Varianten 
direkt  durch die Charakterentabelle dargestellt werden. 
Jede Charakterentafel ist zugleieh ein vollst~ndiges 
Symbol dieser Art. Wie man einzeln die Symmetrie- 
elemente, Punktsymmetriegruppen, Untergruppen, 
Strukturfaktoren, Auswahlregeln abliest, ist im Vor- 

wenn k + l  ungerade, so reduziert sich bereits die 
Auswahl auf: 

D~,  C~v; D~,  C~v; D~h, C~;  D~h, C~v. Welches der 
vier D~h bei holoedrischer Symmetrie in Frage kommt 
entscheidet das Ausl6schungsgesetz in Zone [001], z.B. 
k ungerade odor h ungerade oder keinerlei zonale 
Ausl6schungsregel.* 

Als Normalaufstellung eines Raumsystems C~v be- 
zeichnen wir die Aufstellung mit [001]00 als Achse, sie 

* Dio weiteron mSglichen, d.h. in Frago kommendon Raum- 
systomo orgobon sich ohno weitoros, worm auch Charakteron= 
systomo aufgesucht werdon, dio koino nouon, jodoeh wonigor 
i s Worto (inc. Ntfll) in den oinzolnen Zeilen aufwoisen. 
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V O L L S T ~ N D I G E  U N D  E I N D E U T I G E  K E N N Z E I C H N U N G  D E R  R A U M S Y S T E M E .  I 

Table 2 (a) 

D2h (e inf ,  ch ~) 

Eine Lelfzone nor,nat, zve; Zonen anorma[ abh;~ngig yon: Alle dre; 
Leifzo~.~. 
n° r "  i &  

a,, ]~ah ~ 

Zuei Leifzonen normat, 
elne Zone abh~ngig yon: 
emem 3nc~ex T_zveler 3nc[;ces 

b c 
D,~h s Osh '~ 

I - I ~  T I- ~.~hh 

oio.m °,°ore i 
einem ~naerenln Zzueier Din[ices I~em gte;chen ]hA I }-zweier 3naice., z~ei ,nd.er-er ]n. einem ]n4J ~..<h~All 

" I r I " h t . N  
/ 

~,~ ~ I I ~ t i  

C=v Cav 

D~h Dzh lz D~h is 

~ i" ~-kl. h ~1  1 kl 
~ ~..~... -~ .4 .~"~1 1 ~,I 

I ='l'~ T '~'~') kc~v l / J T ' I " ~  ¥ 1~3~)~C.~v 

D=E ~6 [ Dzh s 

Cav 1 

r~ 

I 
C',v 

DaN 

t11~ 

11 D=6 

l ~ T  
.~- I~ 

$ 
~h 

[T]14 
T~4 
11~ 
Czv + 

i - 11 I I - T I v 3 

~I]T 41 ~T] 1 ~]T 4 ~TITI~ 

9 Dzh 

T(D? 
1 1 ~  

I 

13 D=h 

C 2 v  i 

i 

C 2 v  & 

~I 
1 1 i~ 

] t imex  i C 

e;ne abh~ngi~ vo. 
eine Leifzone no, 'm~t .  

Dzh I, 
7 D:h 

h~1 Tlf 
~ ~ -  ht 

~ - 4  

1 1 ~  
C=v 

einem 3ndex z c I einem 3nd..  c 

C=v 3 ,c C2v g 

3ndex . c Zzwe le r  3nd.. I ~ ztaeier  3 
3nd.ex II c s'Zk/eier 3nd. I, 3ndex  .L c 

BeicLe Leifzonen anormal, ~6h~.nqi9 yon : 

C2v 

C2~ 8 

anderem In. 
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:Bah  (einf~ch).  
A l le  Leii 'zonen ~.nor-m~,t, ~bh~ng'i<j yon: 

einem ~nde:~ l einem Dndex i'einem Ond.ex einem "Jndex ]ie|nom 3n<l.ex elnem ~nd.ex I:zwoier-Jndlces 
elnem 2.0ndex [dem gleichen ~,~ex I el.era gtelchen 3ndel ~ zweler 0,d~cesJl z Zweler Ondl . . . .  inem 2. ::Jndex ~" zveler" 3nd.lces 
dem 3. ~.de~. lein . . . .  d.ern3ndel~. ,,,,;"," o,,a:-, +i,,.,,<~,i,,°,,~.l~:,,+;:,. ~,~<~:<:: :derbeid.en;:in<l z zwele. 3ndices 

k I t / m " / o p q 
_ is i - s , ~o / DzK6 Dzh 4- D2h ~ Dzh i Dzh / i  I Dzh ])zh ++ 

®+,+, 
~,I~ l ® l r l t ÷  ~ l® l :  t.,I --l, : ® ~1~ k :1®1:1 4 ~ : 1 1 -  

i , ,  ..; - - J a b  6 ._.'>:~.., I _.~:~. I : ,  c:/,,,,~t, I i, 
h~141;rli l  ~I~IT L I . . I h ~ r  ~ k ® ' : ' r '  , ~ 4  : 

t l ' ~ l : l®Lk l t :111®,  ~ : i +  I, : : ®  : + 1 ®  
,... S "ID ,. 5" S 6 
.,v ®1 "~" / c~, @ 

~®: +~ I®: 

t zu auch 

k 4 - ~ T  l e¢ 
T ~ k  
C I  V 

D~h 8 II 

?+, 
Cz~, s 

C2v 

I,+ / D,h 

hl®:: t 

k l 1 ~ :  
i" C,v 6 

'!ah ~+ 

® :  
r ®  
C~v 6 ® 

D2h 6 

T ® : :  

C~v s 

1 T ~ @  
Caw 9 

'1 "f~lfl "1 
za CzvS~,,ch ' 

6h+ "/h 

6 

i I Czv 

zu C~v6a,'ah 
T(~, Be. 

D~h + 

Clv ~ 

B e m e r k u n g e n  : 

• NoPm,,tdars+etl.~ng PEr 
• D = h ,  C ~1 vl. Da  l 

[ ~  Nor.malclL~rstellttng f ~ r  

Dab • C2v al te in.  

Normatd~esfel l . ,ng f'~e 

C~.v a.tte;n. 

@ Normatd~rs+ett-ng #';Jr 
D a b  ~tlein. 

Zah[  verschiedenet- 
amgegebener A-fsfett~ngen: 
. 1 

Dab, Da~ J~ . i . .  - 2 

Dih, zuel = 2 

D2. ~L  

Czv S 

Dab 1o ! 

®11 ,i 

if+ Cav 
"I 

1),.h lo 

hi 

,~.I : ® r !  
Czv S@ 

1 t4 
Dab 

I 
D~h 1+ 

Cav g 

® 

T + ~  
Czv to 

C2 v 1 C2v lO 

Zu. C2v 1o 

:,u.ch 8 ~t 

D , h  ~ 

C,v 1% 

D2, D~ 
5 _ 11 _ 'I. 

D . h , D . h , D . h [ ~  + = +z 
16 8 / 

D,h, D=h 
D14 6 / 

• h, D2h J To*,t = 64 

C~v, 1 C:; *t 

j °  + i o ,  = , ,  
C' C~; J 
c~, c,,~l 

c.~ c~] To<..,--. 

D; D: j ja ~chl = 16 

Tot"at = 64. 

C 2 v  in Nich÷normaJd,  a r s + e i l u n g .  N o r m ~ t d a . r s ÷ e t | u n g  sJehe Z('G,) 
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VoLLST:4NDIG'E UND EiNDEUTIGE KENNZEICI-INUNG DER RAUIVISYSTEME. I 

ist in der Bestimmungstabelle (yon unten her) benutzt 
und soll immer zugleich die Normalaufstellung fiir d a s  
zugeordnete D2h sein. D~-Systeme, die keine Zeile mit 
zwei positiven s-Werten enthalten, haben eine andere 
:NormalaufsteUung, die jeweilen mit schraffiertem Kreis 
bezeichnet ist. Alle Normalaufstellungen sind im 
iibrigen in der letzten Kolonne yon Tabelle 2 (b) erl/~utert. 

Selbstverst/~ndlich enth/~lt die Tabelle auch alle 
Raumsysteme einfacher Translationsgruppen vom 
Typus C1, C~, C~, C~, C~h. Doch kann man sich in 
diesem Falle in der'Darstellung auf eine Zeile be- 
schr/~nken, 

® 
x ~ z 

I~ I d I ~ I ~ 
y E (~) . 

® 

x y z  

(D 

wobei gelten: fiir Cz-Raumsysteme nur Koordinaten 
vom Typus (~), fiir C~ vom Typus (i)÷(~), fiir C 2 
vom Typus ~ + ( ~ ) ,  ffir C~h vom Typus (~)(~)(~(~) 
und fiir Ci vom Typus ~ ÷ (~). Man leitet sofort fiir 
monokline l~.aumsysteme die MSglichkeiten ab: 

I ~ l O l  ~ l c;~ c~ 1 
k l ~ 101 ~ I c~. a~jC~ 

I ~ I @ I~o,~.TIh o,~,.(u,,cO~. } c~ c; } c~ 

Das Ablesen der Symmetrieelemente, Punktlagen, 
S trukturfaktoren, AuslSschungen gehorcht den bereits 
erw~hnten l~egeln. Somit enthalten die Tabellen 
2 (a und b) nicht nur die Beschreibungen aller nicht- 
wirteligen und nichtkubischen Raumsysteme einfacher 
Translationsgruppe, es sind auch die entsprechenden 

Tabellen (Niggli & Brandenberger, .1935, p. 378) zur 
Raumgruppenbestimmung mit ihren Vieldeutigkeiten 
in ihnen verarbeitet. Das Auffinden des neuen Begriffes 
'Raumsystemcharaktere'  gestattet also die gruppen- 
theoretischen Tabellen wesentlich zu vereinfachen und 
zu erg/~nzen. 

In einer zweiten Mitteilung soll zur weiteren Ein- 
fiihrung in dieses neue kondensierte Tabellenwerk 
(verbunden mit rein kombinatorisch-mathematischer 
Ableitung aller Raumsysteme) wenigstens beispielhaft 
erl/~utert werden, wie sich die Charakterentafeln bei 
nicht einfacher Translationsgruppe sowie in tetra- 
gonalen,, trigonalen, hexagonalen bzw. kubischen 
Systemen gestalten. Man wird dann erkennen, dass 
auch in diesen F/illen die Matrizendarstellung an 
Einfachheit nichts einbiisst und dass die I~aumsystem- 
charaktere fiir kristallphysikalische Fragen ebenso 
grundlegend sind wie die Charaktere der Schwingungs- 
systeme in der Molekiilspektroskopie. In der Molekiil- 
spektroskopie (Schwingungssysteme) sind die charak- 
teristischen GrSssen auch im gruppentheoretischen 
Sinne 'Charaktere '. Bei der Ubertragung des Begriffes 
auf die Raumsysteme wurde auf diese Zusammenh/~nge 
noch keine Riicksicht genommen. Die Analogie 
betrifft den geometrischen Aspekt und die Anwend- 
barkeit. 
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